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[{l. ETUDE DES SYSTEMES LINEAIRES PAR TRANSFORMEE DE LAPLACE ET DE FOURIER

[ RAPPELS SUR LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

QOV wﬂ\\\ «N\ "

La transformée de Laplace permet de passer d'un signal s(t) 4 une fonction  variable complexe S(p)

sty - Sp)=[" syer dr

ol p=0+ jo estune variable complexe.
On utilisera essentiellement la Transformée de Laplace unilatérale applicable aux signaux causaux (nuls
pour t<0)
SO - S@)=[, sty dt
On définit également la transformée de Laplace inverse :
SB) > sO=21 [ S(p)en ap
2rmj e

[I. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Propriétés Signal Transformée de Laplace
temporel
5(5) S(p)
Linéarité | as,(1)+5s,(1) aS,(p)+55,(p)
Dérivation vy O .
temporelle | 5@ |MQS pS(p)-s@=07)
o - -~ - -
{(n) - n — |+.I:N<“+|. _ (n-2) —=0") = ¢ =0
Dérivation | * )= P sO|P"S(P)-p st =0")-p" st =0")~...~ ps" D =0") = (t=0%
15t 2 s6p)
4
o S S(p)
Intégration ._.o s(t"dt Iﬁ
Décalage st -a) €? S(p)
e s(f) S(p-a)
Contraction s(at) Via|S(p/a)
Convolution 5 (£)*s5,(1) S,(p) S,(p)
5(8) 5,() S,(2) *S,(p)
Théoréme de la valeur finale : lim qSumﬁ 2S(p)
o P
Théoréme de la valeur initiale : _:% s(t)=1im p S(p)
1> pPow
Théoréme de la somme : 75w dr=lim S(p)
~c0 P

Filtrage Aralogicrue

Table de Transformée de Laplace

Etude des systimer Liniaines par La Trarforméc de Laplace i de founien ([1.2

n° s(t) causaux ( s(t<0)=0) S(p)
1 | Dirac a 1
2 | Peigne de Dirac pgm(y) = . 5(t-nT) >
3 | Echelon de Heavyside u(t) 1p
4 t mw*
5 t" m!/p™!
6 e 1/ (p+a)
7 te?! 1/ p+a)’
8 1 NEL Nli b \N +Q\§
(m-1! P
9 (1-e°! —2
p(p+a)
Qm
10 at-i+e°’ —
p’(p+a)
b-a
11 e —g ——————
+a)p+b)
¢-ap
~bt - —al e ————
12 be ae (p+a)p+b)
_at Nv
13 (1-at)e?) IEN
. a
14 sinfat) ﬁw ra
P
15 cos(at) Fid
16 in(b )~ L
sin(b1)e (p+a) +b*
1 ab
17 I——(be™™ ~ae™ —_———
g %) Pp+ap+b)
1
DN e ¢t intw. JI—2% ¢ ——————  avec (<l
18 Hlﬁxmm sin(wy ¢n §|N+NA\|N:+~
Dy Dy
1 - .
- ————e™*™' sin(@, 1= 1+y) avec
1-¢? @y cIHy) - 1 avee <1
19 \TMN wmh|~+wﬁ|wﬁip
W = arcig\ Allﬂ\lv Dy Dy
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Table de Transformée de Fourier
n° s(t) S
Linéarité as, () +bs,(f) (aetb constants ) a8, (f)+bS,(f)
Dérivation N Jo 8(f)
temporelle 5= W.N.us
Intégrale .q s(t)at U
jo
Convolution s, ()% s, (1) 8,(1) 8,(f)
Produit 5) 5,0) 5,01 +8,(f)
Re[S(f)] paire
Signal réel s(HeR Im[S(f)] impaire
_% f v_ pair
Echelon de 1
Heaviside u(Y) 2jxf
% . sin{z f T)
Porte _ ~ rectr(t sine(rr f fy=———"=
Tz TR T ) ©fT
Sinus sin(27zfo §) [ 8FAo) - /)] 7 (2))
Cosinus cos(2xfpt) [ o) + &f+1f)] 72
Dirac &) 1
Peigne de & 1 & 1
e Pgm, ()= 2, 8t-nT)) MWQQ-:M
S est discret
5(¥) signal périodique de période T, (pas d'échantillonnage = 1/To=f; )
Signal On parle de "spectre de raies”
périodique 0 RS
,vaonQv*M%QIRN_V %Qvl\owhoﬁ\v o(f ~nfy)
- S(P) = So(f) discrétisé tous lesn £
S(1) signal discret e (.
Signal (pas d'échantillonnage = T.) S(7 périodique de période 1/T.
igna ”
discret = =1 * _nL
.w,Qv”thv M%leﬁv »WA.\.V Nw .WOA.\.V M%A.\, \wﬁv
- SH=So(?) "recopié" tous les 1/T,
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[ INTRODUCTION

Selon I'application visée, on définit un cahier des charges. Celui-ci se présente comme une liste de
fréquence avec les atténuations correspondantes recherchées. Le cahier des charges peut aussi préciser
certaines propriétés sur le comportement en phase du systéme final. On traduit généralement ce cahier
des charges en un gabarit qui donne aprés transposition et normalisation un gabarit passe bas normalisé.
Il reste alors a choisir un type de filtre dont on connait 4 priori certaines propriétés. Ces filtres connus et
catalogués sont appelés "Filtres Prototypes”.

Nous allons maintenant étudier certains de ces filtres prototypes. Nous étudierons successivement les
filtres de:

- Butterworth

- Chebychev

- Legendre

- Cauer

- Bessel

- Gauss

[I. FILTRES DE BUTTERWORTH
QOV wﬁ\\- \N\ \v(u\

Ces filtres sont caractérisés par une réponse la plus plate possible dans la bande passante. On les appelle
ainsi "Maximally Flat" en anglais.
Ce sont des filtres polynomiaux de la forme :
1 1
H o) = =
(@) a,0" +a,,0" "+ +ae*+1  4£(0?)

29 Caledde H(o)

ot m est l'ordre du filtre

Afin de rendre la réponse de ces filtres passe bas la plus plate possible dans la bande passante, on
s'arrange pour que le maximum de dérivées de A soient nulles en ®=0.

2
A4) =(ma,0*™ +(m-Da, 0™ "0+ 20,0 +a)| =0 = 4=0
QAQNV - m -1 a2y D_ o = Q_
@=0
& A\MNV
<= = - Am-2) ~ _ 2m-3) _ B
8@y IASS Da,w +(m-1)(m-2)a, 0" "0+ 4a, +a_veuo =0 = a=0
»=0
et ainsi de suite jusqu'a la dérivée (m-1)™ :
m.:l_ Akuv ,
@y AS (m-1)..(2)a,0* +(m-1) (m-2).2a,, v =0 = a, =0
w=0
enrésumé: a,=0; a,=0 ; ... © a.,=0

Filtrage ?&m&&g Filtres Drototypes vit.2

1
a,0’™ +1
I faut ensuite choisir le gain minimum Gy, dans la bande passante pour normaliser le filtre. Les filtres
de Butterworth sont en général normalisés & Guin= -3dB .
On cherche donc la pulsation de référence wy telle qu'a @=wp, [Hal vaille 1/2.

1
cela donne @,*" = —
a

m
: @
d'ou en posant @, = — :
Qo

ce qui donne le gain des filtres de Butterworth d'ordre m :  |H, @) =

L
o, +1
(Gain normalisé des filtres passe bas de Butterworth d'ordre m
3)  Calewl delaforction de rinsfert dus filtne de Butterworth
Selon la méthode démontrée dans le chapitre précédent :
1 1
H(p)H(-p,)=|H@,) = -
Aﬁav A %:v _ A ;v_ E,.unx?» Alﬁzwva +H A|~v=“:w: +H

11 faut ensuite trouver les zéros (il n'y en a pas...) et les pdles de H(p,) H(-p.). Les pdles de H(pa) H(-pn)
sont solutions de I'équation suivante

|, @) =

-1p,” +1=0
Puis on ne garde que les pdles  partie réelle négative pour obtenir une fonction de transfert stable.

Ex:
Prenons l'exemple d'un filtre de Butterworth d'ordre 2 (m=2)

1 1
Hp)H(-p)=|H@, ) R W
P)H(p,)=|H(@,)| oient (CpIY+l p
calcul des péles :

P, +1=0 cad p*+1=0 ouencore p ‘=
ce qui donne :

I~ = N\QI\»EJ

w4
e’

f3n/4
Qg

Qk+1)7/4

p,=e’ ou encore p, =

g4
Bz
qui se répartisse dans le plan complexe comme suit :
% Re

v

On ne garde que les poles a partie réelle négative pour obtenir une fonction de transfert H(p,)
d'un systéme stable (les 2 autres poles sont associés & H(-p,))
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g3
solent: p, = pisns

1
@, lmbi»vvga Imtiev

etona: H(p,)=

ce qui donne aprés calcul

1
NN =
P, +p,’
Fonction de transfert d'un filtre de Butterworth
du 2™ ordre normalisé i -3dB

On obtient par la méme méthode les fonctions de transfert des filtres de Butterworth listée dans le
tableau suivant.

m Filtres de Butterworth 1/H(p,)
1 [pnt1

[ 2 Jpa*+1,414p+1 .

| 3 et Dioteatl)

4 @..Pfohmmbﬁi.cﬁ?wlumbqwn_?C

5 |pat1)(p>+0,6180p,+1)(pa2+1,6180p,+1)

6 ||(pa>+0,5176p.+1)(pa+1,414p,+1)(py>+1,9318p, 1)

7 __@_.Jr:@?pk%p?:@?rnﬁ?ix?#rmosu.,:v

8 J\(pa*+0,3986put 1)(pa+1,111p,t1)(pa+1,6630p,+1)(pa2t1,9622p,+1)

4°) Propridtes des filtres de Butterwontd.

Voici le diagramme de Bode des filtres de Butterworth d'ordre 1 a 4.

Filrage Analogicue Fibtres Pretotypes viLG

_ _Ee@_gﬁm%w:&g% _
i —

v

-
—
[t

0.1
On

phase de H(w,) Filtres de Butterworth g

o°

N

B

135% b

-180°t---emme oo

2700 === === -

-360°

a) La pulsation de coupure est en général définie & -3dB

b) Le comportement asymptotique des filtres d'ordre m quand  tend vers I'infini est classiquement en
~20m dB/décade ou encore -6m dB/octave
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¢) Les filtres de Butterworth n'ondule pas dans la bande passante. 25 To(%) ]
d) La phase ne varie pas linéairement en fonction de o dans la bande passante mais cette non linéarité 20
n'est pas trop importante par rapport  la plupart des autres prototypes (excepté Bessel). Les signaux !
passants ces filtres ne seront donc pas trop déformés par rapport aux filtres de Chebychev ou de Cauer. Ts
. 15
e) La coupure autour de la fréquence de référence (©,=1) n'est pas trés raide. Les filtres de Butterworth
coupent moins rapidement que d'autres filtres prototypes tels que les filtres de Chebychev ou de Cauer.
10

[l. FILTRES DE CHERYCHEY

1) Polymismes de Chelgeher

Ces filtres reposent sur les polynémes de Chebychev dont le comportement est intéressant. Ces
polyn6mes sont définis ci-dessous par récurrence :
L) =2xT,(x)-T, (%)

avec Ty(x)=1 et T(x)=x
Ci-dessous sont tracés les polyndmes de Chebychev pour les ordres n=2 4 6
140 _ _
Ta(x) M
120
100 ﬁ\ 2°)  Définitiondes Fibtres de Clebyclen
%0 \ On definit l'atténuation de ces filtres de la maniére suivante :
1
Aw,)=——7s=1+"Tw,)
60 |H(,)f
40 La figure suivante montre l'allure de [H(w,)* = 1/A2 pour e=0.1 et n=2, 3 et 4
20
ﬁ [H(w)[ Filtres de Chebychev pour £=0.1 J
A
20002 04 06 08 1 12 14 s 13 2 9 T e TN j
Polyndmes de Chebychev pour n=2 4 6
0.8 b
0.7} m &
0.6 ;
05 :
04} ;
03}
02f
0.1Ff ;
| o
0 1 >
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2°)  Drogrictin des filines de Clelgelien

- [H(w.) oscille n fois entre 1 et 1+ dans la bande passante ( ©,=0...1)

- On appelle ces filtres “equal ripple" ( ondulation constante) & cause de la propriété
précédente

- H(o,=Df vaut 1/(1+e%) donc le gain (en dB) dans la bande passante vaut 10
logie(1/(1+€%) ) par exemple :
&=1 -> gain de -3 dB et donc une ondulation= 3 dB dans la bande passante
£=0.5 > gain de -1 dB et donc une ondulation= 1 dB dans la bande passante

- a ©,=1, l'atténuation ne vaut pas forcément -3dB comme pour les filtres de Butterworth.

Cela dépend de l'ondulation choisie.

- Comportement asymptotique

pour  w, grand, _m A&L_N RJHJ
&o

ce qui donne en gain
G =10log,, |H(w,)| ~10log,, -~|~| =cste ~10log,, (")

g ol

cad G~cste — 20nlog,,(w,) c& qui correspond & une atténuation en 20n dB/décade

- les filtres de Chebychev ont une coupure plus raide que les filtres de Butterworth mais ils
ondulent dans la bande passante.

- Leur phase est moins linéaire que les filtres de Butterworth dans la bande passante, et
donc que les signaux sont plus déformés avec ces filtres qu'avec les filtres de
Butterworth.

- Dans les tableaux les coefficients g, (valeurs normalisée des composants) on peut
remarquer que lorsque l'ordre du filtre est pair, le dernier coefficient (gq:1) est différent de
1. Cela signifie qu'il n'est pas possible de réaliser un filtre de Chebychev symétrique
(80=8n11=1 cad Rsource=Renarge=Ro) pour les ordres pairs. Dans ce cas, le g1 Teprésente
alors la conductance réduite de la charge
Z1=Ro/gn+1 qui est différente de Ry. ..

[V. FILTRES DE LEGENDRE (PAPOULIS)
QOV w&\ nN\ "

Les filtres de Legendre sont calculés de maniére & ce que leur coupure soit la plus raide possible sans
pour autant onduler dans la bande passante. Ils possédent donc une dérivée toujours négative c'est a dire
4 une atténuation uniformément croissante. Ces filtres reposent sur les polyndmes de Legendre de
premiére espéce P.(x). On définit l'atténuation de ces filtres par :
1
L@,)=——=1+¢'L(a,")
H(®,)|

ou les Ly, sont des polyndmes calculés a partir de :

X

si l'ordre n est pair : L(x)= _. N_x._ > a,P,@)|du
- m=0
a = 2m+1
" (m+DV2
. L 2x-1 &
si l'ordre n est impair : L(x)= .—L (u+1) M a, P (u)|du
m=0
si K est pair a,,= dntl
J@n+1)(2n+2)
Qui._ =0
si K est impair a,,, = dn+3
J(@n+2)(2n+3)
a,, =0

viL.g

ot K=(n-1)/2

ou K=(n-2)/2

neN
(les coefficients impairs sont nuls)
neN

(les coefficients pairs sont nuls)

et les polyndmes de Legendre de premiére espéce Py, sont définit par:

B@)=1; B)=u; fsHMW:Nsiv:w_-_Slsw @]

On trouve finalement l'expression des fonctions Ln(x) :

Lu(x)

X

Z
X

3¢ 3% +x

6x—8x +3x

20X 40X +28x° -8 x>+ x

AN WIN =3

50%°~120%° +105 x° - 40 X° +6 x*

2°)  Repomnefpriguerticlle

Les figures suivantes montrent le gain en dB des filtres de Legendre d'ordres 2 3 5

(normalisé 4 - 1 dB (e=0.5) )
0

-10

Gain (dB)
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-1

Gain (dB)
L

0.1

Les filtres de Legendre sont dit optimaux car leurs propriétés se situent entre les filtres de Butterworth et

ceux de Chebychev .IIs sont plus raides que les Butterworth mais moins que les Chebycheyv, et leur
phase est moins linéaire dans la bande passante que les Butterworth mais plus que les Chebychev.

On remarque que Ly(x=1) = 1 quelque soit n, et donc que l'atténuation des filtres de Legendre a la
fréquence de référence (0,=1) est fixée par la valeur de .

le carré de I'atténuation vaut A%(@.=1) = 1+ & et donc:

&=1 correspond a un gain de -3 dB i 0,=1

£=0.5 correspond a un gain de -1 dB 4 o,=1

V. FILTRES DE CAUER

QOV w“\\\ \N\ \‘)\
Les filtres de Cauer possédent des zéros de transmission dans la bande coupée. Cela permet d'éliminer
des fréquences indésirables comme par exemple la fréquence porteuse, résidu de démodulation. Cela

permet également d'augmenter la raideur de la coupure si le premier zéro de transmission est proche de
la fréquence de coupure.

t G(o,) 1 1/k

z€10 de transmission Eow_m
de la fréquence de référence
pour augmenter la raidedr

de la coupure

Leur gain se met sous la forme suivante :
N@,)

[ @,|= 50

Filtage Analogigue Filtres Prototyper vit.10
2°) Propaiétis

Les filtres de Cauer ondulent dans la bande passante, et, comme les filtres de Chebychev, possédent n
extrema.

Ils possédent n/2 (arrondi a I'entier inférieur) zéros dans la bande coupée.

Leur asymptote quand o, tend vers l'infini, est horizontale pour les filtres d'ordre pair, et vaut
20dB/décade pour les filtres d'ordre impair.

La coupure autour de la fréquence de référence est la plus raide des prototypes décrit dans ce cours,
mais la phase est la moins linéaire dans la bande passante.

VI. FILTRES DE BESSEL (THOMSON)
1°) Définitio I%&?&g Gue

Contrairement aux autres prototypes, les filtres de Bessel ne sont pas caractérisés par une forme
particuliére du gain mais par le fait que I'on cherche 4 avoir une phase la plus linéaire possible dans la
bande passante pour limité au maximum la distorsion des signaux

La fonction de transfert doit correspondre & un retard pur et est donc de la forme suivante dans la bande
passante;

1

Q\:

H(p,)=e =

En effet, la réponse fréquentielle d'un tel filtre est dans la bande passante: H (@,)=e™ clest-a-dire
possede un gain constant égal 4 1 (voir figure ci-dessous & gauche) et dont la phase décroit linéairement
(voir figure ci-dessous & droite),

[H(w) phase(H(o ))

—

«fo] A S 2 O 2 ) &8 i)
or \ \ w

a1

a0 28 a0 a4 =2 REEE 4 [ [) 1

Malheureusement, cette réponse fréquentielle ne correspond pas & un filtre physiquement réalisable
puisque la réponse impulsionnelle est non causale ( h(t)=TF(H(w)) )c 'est & dire qu'elle commence
avant t=0 comme on peut le voir sur la figure ci contre.
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0.5

~—f
B~

fo0s /

—~ / |

) Ditesmindtion debaforction de ransfert Lus filire de Bessel

a) Une 1 méthode consiste  faire un développement limité de Taylorde H(p,)= !

a Pordre du
N§

m_ﬁaoooummgmam.Oo:oamﬂrommaogo_ﬁooo@azawﬁvmmmocozmamcxwﬁowa_m phase n'est pas
correctement approchée avec ce développement.

b) Une seconde méthode consiste & faire un développement plus précis en utilisant les fraction

continue de polynémes. Nous passerons le calcul et donnons le résultat ci-dessous. La fonction de
transfert d'un filtre de Bessel d'ordre n est donné par :

n i —
H(p)=52— od &.nt
M&_w.. 2" (n—-0) i
i=0
les polynémes au dénominateur de H(p) sont des polyndmes de Bessel Bq(p). Ils peuvent encore
s'exprimer de la maniére suivante :

B,(p)=(2n-1)B, ;(p)+p* B, ,(p) etBofp)=I etBip)=I+p

c Une troisiéme méthode consiste a partir d'une fonction de transfert olynomiale quelconque, et
p p q

d'imposer que la phase de la réponse fréquentielle correspondante soit la plus linéaire possible dans la
bande passante.

Prenons pour cela une fonction de transfert du type H(p)= -~ ?;c_ , ce qui
piHa p" +. . tap+a,
R . . . 1
correspond a la réponse fréquentielle H (o) =— ~ —— -
(oY +a,,(jo)™ +..+a(jo)+a,
Dans le but de calculer les coefficients ao , a1 , ...a,.1 , on impose que la phase ¢(w) de la réponse
fréquentielle soit la plus linéaire possible dans la bande passante, c'est-a-dire que :
2 3 k
e =-1 : I&w =0 ; I&m =0 ; lI“:M =0
dw|,_, do®| do’| . do

=0
jusqu'a disposer d'autant d'équations que d'inconnues ay . (il faut remarquer que les dérivées paires de j
sont forcément nulles et ne comptent donc pas dans le nombre d'équation nécessaire.)

Un exemple de script Mapple™ donné ci-dessous, applique le procédé que I'on vient de décrire dans le
cas d'une fonction de tranfert d'ordre 4.

Filinage Pnalogisue Filtres Prototyper vi1.12

H:=1/(al0+al*p+a2*p”2+a3*p*3+pr4) ;

1
o= 2 3. 4
al+alp+a2p*+a3p’+p

pr=I*w;
assume (w, real) ;
assume (a0>0) ;
assume (al>0) ;
assume (a2>0) ;
assume (a3>0) ;
H;

Hla)= !

al+lalw—-a2w?-JTa3w® +w*

phi:=-I*ln(H/abs(H));
phil:=diff (phi,w):
Phi3:=diff (diff (phil,w) ,w):
pPhi5:=diff (diff (phi3,w) ,w):
Phi7:=diff (diff (phi5,w) ,w):

£1:=subs (w=0,phil):
£3:=subs (w=0,phi3):
£8:=subs (w=0,phi5) :
£7:=subs (w=0,phi7) :

egns := {fl=-1, £3=0, £5=0, £7=0}:
sols := solve( eqns };

sols == {a0 = 105,al = 105,a2 = 45,a3 = 10}

et on trouve la fonction de transfert de Bessel du 4°™ ordre : H(p) = 1 5 —
105+105p+45p*+10p”+p

Remarques :

Les fonctions de transfert des filtres de Bessel que l'on obtient par les méthodes ci-dessus ne sont pas

normalisées & -3dB. Une normalisation en fréquence et en amplitude est ensuite nécessaire pour obtenir
des réponses normalisées (a -3dB par exemple) 3 o=1.
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3°)  Reposse fréguerticlle des fibtnes de Bersel
0 .

Gain des filters de Bessel (dB)

On constate que la réponse d'un filtre de Butterworth est quasi indépendante de l'ordre dans la bande

Bessel ordre 2 3 6

40 |

&
S

10" 10° fréquences normalisées (£,) 10

passante.
0 T T
Butterworth ordre 2 4 6

< -0.1
=
N
o~
W -0.2 P
[
& =03 -
m. ordre 2 T g
% .04 p— ! o
3 L RN
g ordre 3 B2 N
W -0.5 = e
B ordre 4 ) i

-0.6 7
8 L

4 !

m. ordre 5 A

e T MO kst M S O O O /

ordre 6 T
-0.8 -1 0 1

10 10 fréquences normalisées (f,) 10
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On constate que la linéarité de la phase est d'autant meilleure que l'ordre du filtre est élévé.

o . -
Les fiitres de Bessel sont les filtres qui déforment le moins les signaux dans la bande passante.
Par contre leur coupure est la moins raide de tous, et ils sont pour cette raison trés difficiles 4 utiliser car
ils nécessitent des ordres trés élevés.
Leur pente en > est en -20 m dB/décade comme tous les autres filtres polyndmiaux.

Remarque : Les filtres obtenus par transposition d'un filtre passe bas de Bessel ne possédent pas les
propriétés des filtres de Bessel. En effet, les formules de transposition n'ont pas été prévues pour
conserver des propriétés de phase mais plutét pour conserver les propriétés du gain. Pour cette raison,
nous ne réaliserons pas de filtre de Bessel autres que Passe Bas.

VI1. COMPARAISON DES FILTRES

La figure suivante montre les différences de comportement de gain de différents prototypes de filtres
d'ordre 3 normalisés a -3dB.

- Q.S: =20log(| H(w)|)

() recar-zegnss e i A = >N - - -
bommaccaa TR e P R Wiy

i _Omcon

.

—

i
~
o
it
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La figure suivante montre la phase en fonction de la fréquence pour chacun des filtres prototypes décrit
précédemment. On voit aussi, en bas de la figure, un tracé du temps de propagation de groupe A-W.Amv
»

pour chacun des prototypes. On constate que seul le filtre de Bessel posséde un tps de propagation de
groupe & peu prés constant dans la bande passante.

= o(0)=agument(H(®))
L ~50-1
Legendre VIIL. SYNTHESE DES FILTRES PASSIES

~ | - Butterworth -100+
D I Bessel
mv - — - — - Chebychev -150
”m. N -200

L -2501

0.1 H :_u 100

Temps de propagation de groupe (u.a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
fn (echelle linéaire)
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Exemple :
On veut fabriquer un filtre Passe Bande de bande passante 0.9 -> 1.1 GHz avec une atténuation maximale dans la
bande am&ﬂaw, et qui atténue les fréquences d’au moins 30 dB en dessous de 0.6 GHz et au dessus de 1.4 GHz.

»0Q)

£=0.6 £=0.9 =1l P14
o 2222722222227 fcna)
> e N
m .
: \ .
777

La fréquence centrale f, est calculée par les relations :

Jo=Afi-fi =0.995GHz et Jo=/fo-fo =0916GHz

On constate que le gabarit n’est pas symétrique puisque /. £ #4/£,. £, . I faut donc rendre le gabarit
symétrique tout en restant compatible avec le cahier des charges. Une solution consiste & augmenter f,.

>ar exemple il faut que \/f,.f; =0.995GHz ce qui donne f, =0.9952 /f, =0.7GHz
J’ot le gabarit symétrisé suivant :

Q

»

0.9 0.995 1 14

0.7 .1
0 “\\\\\\§§
2.5 7 S ;

2

i

DN

AN
DI

)n en déduit le gabarit du Passe Bas associé :

L= A4
0.2 0.7
b) &\§.\\\\\\\\M\\\\\\;\\\«\\\\\\ .mVﬁO:Nv

1 normalise le gabarit passe bas :

149!

2]

s

G

A

Z
23 by § i

-3
On constate en regardant les gains des prototypes qu’un filtre de Chebychev d'ondulation 0.5 dB d’ordre 3 suffit.
Les tableaux donnent alors les valeurs normalisées des composants du filtre passe bas associé :

o

g=1; g=1.5963 ; g=1.0967 ; 83=1.5963 ; g=1

"Le calcul des composants du filtre Passe Bande donne :

q=—ft_ B o By &k o o op_p

waoéo Imu&c : & R, o, B o,
0.2 9
avec B=——-=02=20% et w,=270.995 10°rad/s
0.995
ce qui donne :

G=25pF L=lnH C,=0.6pF L,=43.6nH C,=C, L,=1L

et le schéma du filtre passe bande est le suivant :

43.6nH o.m_wm
H%W Almmvm InH l_lmeu

-30

40

i i y
100MHz 300MHz 1.0GHz 3.0GHz 10GHz
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Exemple :
On veut fabriquer un filtre Coupe Bande de bande coupée 0.9 - 1.1 GHz avec une atténuation minimale dans la

bande coupée de 30 dB, et qui laisse passer les fréquences avec une atténuation maximale de 0.5dB en dessous
de 0.6 GHz et au dessus de 1.4 GHz.

G
Re=06 £-09 Pi=ll =14

. iy s+

-0.5.

-30- SE—— \\\

La fréquence centrale f; est calculée par les relations :

Jo=f-F =0995GHz et fo=Afo f; =0916GHz

In constate que le gabarit n’est pas symétrique puisque/ f;. f; #+/f,./; . Il faut donc rendre le gabarit
iymétrique tout en restant compatible avec le cahier des charges. Une solution consiste & augmenter f;.

’ar exemple il faut que /f,. f; =0.995GHz ce qui donne f, =0.995* /f, =0.707GHz
J)’ou le gabarit symétrisé suivant :

>0

£,=0.707 £=0.9 £,=0.995 =11 =14

s

n en déduit le gabarit du Passe Bas associé :

G L=f-f =%

0.693 2.4

, @z \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 41 cva

1 normalise le gabarit passe bas :

N

30-

%

] 1 3.46 —
0 \\\\§§§\

\Q—i‘

Y~

30

Puis on cherche parmi les prototypes celui qui conviendrait et I’ordre nécessaire.

On constate en regardant les gains des prototypes qu’un filtre de Chebychev d'ondulation 0.5 dB d’ordre 3 suffit.
Les tableaux donnent alors les valeurs normalisées des composants du filtre passe bas associé :

g=1; g=1.5963 ; g,=1.0967 ; £2:=1.5963 ; g=1

Le calcul des composants du filtre Passe Bande donne :

. B ! . 1 . B C . .
. L="%% oo gy
Ry, B giw, Bg, R, o, Dy
0.69 9
avec B=——-—=0.7=70% et @, =270.995 10°rad/s
- 0.995
ce qui donne :

Ci=3.57pF L =7.16nH C,=4.17pF L,=6.14nH C,=C, L =1I,

et le schéma du filtre passe bande est le suivant -
4.17pF

e
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Calcul détaillé du GIC: N
— e
< . — < Yew
ﬁ &
\ . N
Ie R; I3 R a ,., w e,
s ||

’ — AW ‘ 2
Ve V2 2 % [ l.~|v ok Ly, = & C,
o e [ 4 N

Ve ‘
a ; N\,\‘,v Z,m\

3 * N . . - . 0
L Nl esr v ok Q/C(r o La
~ /l .\\«N ,_
Amplificateurs opérationnels considérés comme parfait =» V. = V. donc vs=ve- Rs i; % q#d./\r@/\. . N e = — Nw pu g S90 M
L WY, . i o u,. -
> " W b..n\,vﬁ/?; (- LBV @
Z, J_
d'os <u-m<u1<hlxm? -v,)C,p cad v,= L )
e ND 3~V ) Ly P =V, RC,p o o ﬁ\ rQn — R ~®L
1 e i e .
1- +1 q ; ) )
; |<n.|<u|| h”mﬁ.bmu u| -V, ) v, —V, ﬂ @ﬁ 9 _ QW — N .
Ona i= =v, = et ij=—2 anN X
R, R, RR,C,p R, = s
. ;
- _ . L >
donc VamVe _ v, d'ou As |<¢V.@~ﬂ C,p=—V,R, cad v,=v,|1- |lmn||| mva Qs — e
R, RRC,p RRC,p N g A
— . S - N o P . —
or o:f.huxw Y2 donc i=v, R, % oL ﬂC.m ~Ue = K ( 4 (- L = le
R RR.R,C, p Mo mHe T Tl .
v
or Z,=-* . o
RRRC el Ue e Ve = -lole
donc Z,= H55WP e
R AN
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Synthese des Filtnes actifs

CHAPITRE X
SYNTHESE DES FILTRES ACTIFS
EN CASCADE DE CELLULESAA.O.D
ET A INTEGRATEUR

X.2
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On a vu qu’il existait de multiples méthodes de synthése des filtres actifs. Parmi celles succinctement
présentées dans le chapitre précédent, nous ne détaillerons que les cellules utilisant un seul amplificateur

opérationnel & contre réaction positive simple du type Salen-key et celles a cellules & intégrateur
multiple (2 variables d’état).

[. RAPPELS SUR LES MONTAGES A AMPLIFICATEURS OPERATIONNELS PARFAITS

Nous nous limiterons & la description rapide de quelques montages de base utilisant un amplificateur
opérationnel parfait (A.O.P.)

V.

Un A.O.P. parfait est amplificateur différentiel dont les impédances d’entrée et le gain sont infinis. La
sortie vaut: V=G (V4 - V)

Pour avoir vg# o0 (ou£Vain ), il faut que vy =v.

De plus les impédances d'entrée sont infinies et les courants d’entrée i+ et i- donc nuls : i, = i=0

Qov Asmplifict \0§ a2

Un amplificateur de gain positif peut étre congu comme suit :

Ona Vi=vV., D

= {s=|1+—%|e

. R
etsiZ; =R;etZ,=R, alors s= :MN e
1

20) Pmplificatenn do gein rigete]

Un amplificateur de gain négatif peut étre congu comme suit :

X4

vi=v.=0 —

HV HIM

siZ) =R, et Z; =R, alors

3°) Mostage wivewn

Un montage de fonction de transfert unité peut étre réalisé comme suit :

e(t)

s(t)
mmmn

mmmn
Onaeneffet v.=v, =¢ et s=v_ d’o s=e . Ce montage posséde une impédance d’entrée infinie et

une impédance de sortie nulle. Il rend tout montage placée a sa gauche indépendant de la charge placée
a sa sortie.

[. CELLULE PASSE-TOUT

Une cellule passe tout d’ordre 1 possede par exemple une fonction de transfert du type :

1-RC,
H(py=—F

1+ RCp
Un exemple de réalisation donne :

ce qui donne un gain de : _t ASV_ =1 et une phase de : arg(H) = —arctg(RCw)
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R;

~
A4

R;

ef) I .
B! s(t)
mmn C
R Vi
i
Vérification par le calcul.
onae-v_=Ri e v =v, nkwnbm
R+~ 1+RCp
Cp
cad: e _llix@u =R
1+ RCp
deplus: e—s=2Rj/ dou e Tx|ﬂu =£=8
1+ RCp 2
don S=1-2BL g |H(p)=S=12RP
e 1+ RCp e 1+RCp

Ces cellules sont utilisées pour déphaser le signal d’entrée. Le déphasage dépend des valeurs de R et C.

M. CELLULES DU 1% ORDRE
1) Parse Bar

Un exemple de réalisation d’une cellule passe bas est donné ci-dessous.

R
)>>D| +
C
e(t) st |
s(y)
mmm
rlllllj\lll.lll\ i
K=1

La fonction de transfert vaut : H(p) = 5. E c'est-a-dire |H(p)= 1
e R+1/Cp 1+ RCp

L’intérét du suiveur placé en sortie est d’avoir une impédance de sortie tres faible par rapport a la simple
cellule RC. Le filtre devient alors indépendant de I’étage suivant.

Le montage suivant est aussi un filtre du 1* ordre mais son gain est supérieur a 1 :

Filtrage Aralogigue Syrthise der Filtres actifs {6

R
§>D| +
C
e(t) - st
mmm R,
T
R;
, R, 1 . . R,
Sa fonction de transfert vaut : |H(p) =(1+—-%) ———— [ de gain continu (@ 2 0) K =(1+-2)]
R’ 1+RCp R,
Le montage suivant est un passe bas de gain négatif :
C
||
§
Rz
R;
eft)
* ()
mmm
mmmm
En effet,ona s= Em c'est-a-dire H(p)= —Ricp 1 ce qui donne :
R, R,+1/Cp R
R, 1 . .
H(p)=——2——— [ degaincontinu K=-R;/R; ]
R 1+R,Cp

2°) Déne Haut
Un filtre passe haut peut étre Iui aussi réalisé de différentes fagons.

| %

e(t) R s(1) de fonction de transfert|H =K _RCp_
1+RCp
T T ou K est le gain de amplificateur placé en

sortie.
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Ou encore comme suit
R;
| R i
1
e(t) ¢ + de fonction de transfert :
s(1)
o
- -R
mmm H(p)= _ R _-RCp
R +1/Cp 1+RCp
3°) Désse Bande mormalinie de Ravcl.

1

_

_

1/m
q 1
|| h
+
e m N
T 1-m’ T

Sa fonction de transfert normalisée vaut : = ln d'amortissement £ = m et de pulsation

p,.+2mp, +1

., . L
naturelle normalisée o, =1 et de gain max G, = .

4
V. CELLULES DU 2°ORDRE
1) Sthwdue ginirale dey cellules de fare de Salen-Key

Considérons la structure suivante :

_ Zy __
S o, B2
|
e(t) ” v ()
Nu. N.w
mmm i

Ona:s=Kv, (1)
On écrit que la somme des courants incidents au point I est nul :
1

vi—e)h+(v, =8}V, +vYi+v,——=0 (2
-+, - +vI 712, @
Onnote: ¥, =1/Z, an:~|

Z,+Z,
Ona:v, = % v, = L v,

Z,+Z, Y, +Y,
v~n+~w<..”v\~+v~uhwl va
Y, Y, K

L’équation (2) se met sous la forme suivante : v,(Y, + Y, +Y, +Y)-s¥, =eY, (4)

dot: v, =

G+ + Y+ D) (Y + )
KY,

On injecte (1) et (3) dans (4) : s -Y, |=eY,

KY,Y
4T+ L+ 1) (1, + X)) -K 1Y,

29) Qellule de base due Darse Ban de Salen-Kesy

On remplace dans la cellule précédente :

d'oti finalement H(p)=

<_H~\W_ 5 %‘Nﬂw\mﬂu N <uH Ow ol w<aH 0» P K=1
On aalors :

1
RRC,Cyp* +[Cy(R +R,)+C,(1-K)R ] p+1

H(p)=

X3
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||
1

et C

s()
mmm mmm

1
mq(R,C,)’ p* +2mCyR,p+1

Sionpose:R;=R;=Rg; C;=mCy et C4=qCp onaalors:|H(p)=

. . m .
et le coefficient d’amortissement £ = [— ce qui

1
RCyJmq q

correspond a un coefficient de qualité Q= Llg
28\ m

La pulsation naturelle est égale 8 o, =

onaalors H(p)= 5

Y
7t
c
c1
C=q'co AT
ACH
- Start=1000 Hz
i out Stop=0.1 MHz
in Step=
FTVAE v VN v
SRC1 R R AR
Vac=polar(1,0) v R1 R2 =] <M§
T Freg=freq R=RO R=RO Gain=1000 dB W0=2°3.14159" Ted
CO=1/RO*W0) F
= [ RO=1e4 Ohm
L
=~ c=mrCo
" =
VAR2
1 m=0.7071
= q=1.4142

Sa réponse fréquentielle est figurée ci-dessous.

Sypthine de Filiren sctifs £.10

X -3dB
8 -
o1
16—
- 20—
< P
o= A
32—
- 36—
~ 3 0
1E3 f= 1E4 1ES
fre Iz
0
50 h
~ 100 - N
1 ~
-1 ~
-~ ~
2 () Q e e e e i
1E3 1E5

Son gain passe par -3dB a la fréquence mwn_ok Hz et sa phase a -90°
3°) Cellide mormalisée Parse Basr de Salen-Key

Dans le but de normaliser le filtre ainsi construit, il faut choisir une impédance et une pulsation de
normalisation. Prenons par exemple Ry comme impédance de normalisation et @, =1/R,C,comme
pulsation de normalisation. Les valeurs normalisées des résistances et de Cy valent alors :

R
K=k uMﬂ et ¢, =Cyo,R, =1
d’ott la valeur normalisée de C, =mCetde C,=qC,: c,=met ¢, =q
La fonction de transfert en variable normalisée devient : |[H(p) = I!ufmi_||||||1 avec p, nhv
mgp, +2mp,+1 ,

expression que 1’on retrouve dans les tableaux de Salen-Key fourni en TD.

Le schéma électrique de la cellule de Salen-Key normalisé est donc :
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P!

X1

eft m s(t)
mmm mmm
. . . 1 . -
On voit d'aprés la fonction de Transfert H AEH|~|IJ que la pulsation normalisée
mgp,”+2mp, +1

o, =1/{mq et Tamortissement ¢ =m/q dépendent uniquement des valeurs de m et de q. La

résonnance est donc plus ou moins marquée voire inexistante si la réponse du filtre le nécessite.

Vi oo
0

" pentea
-~40dB/decade

Passe Bas de Salen-Key - exemple Passe Bas de Butterworth d'ordre 4

*\ - - _ - - _ - -
P +0.7653p, +1 P 18477 p, 41
2 Cp ¢ Cy
I I
H i
Ry Ry Ry Ry
4 .
my(y myCy
mmm mmmn
m2-0.3826,; q2 ~2.6131 mil ~0.9238 g4l - 1.0823

Glen= 08406 )=V, = 1.41

Les Q élevé en téte

0+9238
043826

'1s0823
246131

(P e1,8077Pe1Y |
1P +0.7653P¢1)

4 1
2?2

= 1.41=3dB

100Hz 300Hz f=10KHz  3.0KHz 10KHz

Fréquence

Symibire den Filten stify K12
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() cellisle mormabinie Darse Haud de Sale Kewy

De la méme maniére on définit la cellule de base du 2°™ ordre d'un filtre Passe Haut de Salen Key :
1/q
VWV
! 1
T “
I : -
e(t 1/m s(1)
mmmm mmm
: p,/(mq) , .
De fonction de Transfert : H(p)=—5%——-"— de pulsation naturelle @, = +/mq et d'amortissement
h: mh
+2 4]
mq q

S=ymlq.

La réponse fréquentielle est 1a suivante :

Vi -

0 ; ]

pente & -
40dB/decade

)
S

2 :

0.1 0.3 1

[
—
<o

asuivre... ...

(voir transparents de cours)



